Sistema

Pared — resorte (k) — masa (m) — resorte (k) — masa (m) — resorte (k) — Pared.

Desacoplar ecuaciones

Ecuaciones de movimiento

mwa = _kwa + k(¢b - %) = _kaa + kwb (1)
mihy, = —ky, + k(e — ) = Kby — 2k (2)

Desacoplamiento

Definimos las coordenadas normales:
U1 = g + Uy, o = Py — Uy

Sumando (1) + (2):

mipy = —kipy = = —:L%
Restando (1) — (2):

mahy = —=3kihy = = —?: (e

Ecuaciones desacopladas

@Ll‘f'u}%%:oa %LQ‘HUS%:O

Solucion de los modos normales

U1 (t) = Ay cos(wit + 1) (3)
Pa(t) = Az cos(wat + @) (4)

Solucién para cada masa
Invirtiendo ¥ = ¥, + ¥y, Ve = WV, — Yy:

Yo (t) = = [ (1) + a(t)] = él cos(wit + ¢1) + /;2 cos(wat + ¢2) (5)

Up(t) =

N — N —

() — al)] = 2L cos(ent + 1) — 22 cos(int + ) )

Las cuatro constantes Ay, Ay, @1, 5 se determinan con las condiciones iniciales 14 (0), 15(0), 14 (0),

U (0).



Formulaciéon matricial

El sistema de ecuaciones:

QLa = _%¢a + E@Z)b (7)
m m
Uy = E% - *%@Db (8)
m m

Se escribe como W = —D W, con:

Problema de autovalores

Proponemos ¥(t) = ve™!, lo que lleva a:

—w mw
2k 2R 2k k
(o) By %ok
m m m m
Autovalores y autovectores
k , 3k
w] = — wy = —
1 m d 2
P 2 __ k . % _% 0 _ 1 1
arawl—g. _% % \ A > Vl_ﬁ 1
3k (£ _—E
Para w? = (_7; _7,’3>v2—0 = V2:&§<_11>

Solucién general

W(t) = Ay vycos(wit + ¢1) + Ay vy cos(wat + )

(58 o (2

Dos masitas colgando

Sistema

Techo — resorte (k) — masa (m) — resorte (k) — masa (m). Con g



Ecuaciones de movimiento

. . 2k k
m¢a — _k¢a + k(l/}b - 77Z)a)} — 1/)“ = _Ewa + Ewb
b = k(¥ =) do= g~ L,

m m

En forma matricial ¥ = —D W:

SR
2k 2
(-t -5
m m m
3k k?
wh — 2 —2—0
m m

Autovectores

Para cada w?, de la primera fila: (% — wﬁ)lﬁa = %wb, es decir:

Uy 2k/m —wp

Vg k/m

k
Para w} = %(3 —/5):

(34+V5):

k
Para w3 = .
m

vy,  1—+/5 1 1
v 2 e VQO((—Uw)

es el nimero aureo.

1+v5

2

donde ¢ =



Solucion general

W(t) = Ay vycos(wit + 1) + Az vacos(wat + ¢2)



Tres masas acopladas

Sistema

Masa (m) — resorte (k) — Masa (M) — resorte (k) — masa (m). Tres masas libres.

Ecuaciones de movimiento

Sean v, ¥y, 1. los desplazamientos respecto del equilibrio de la masa izquierda (m), central (M) y
derecha (m):

m¢a = k(¢b - 1/’(1) (9)
My = =k, — a) — k(¥ — ¥e) = kibg — 2kt + k), (10)
md}c = —k(% - ¢b) (11)
tha = —:Lwa + :wa (12)
. k 2k k
Yy = M@Da — MW + M@/JC (13)
772}6 = :wa - :Lwc (14)

En forma matricial ¥ = —D W:

% % _% 0 @ = 0
S R e
Ve 0 —-£ £ 0 —y «

Problema de autovalores

k_ 2 _k 0
det(D—MQ]I):() — det(ﬂlj[ %_I:UQ ki\lzz)o
0 -k kL

Desarrollando por la primera fila:
e
(-G~ el
(G-

Factorizando:



Frecuencias normales

2 __ 2 _
w; =0}, wy =

3=
3
<

Autovectores

Para w? = 0 (traslacion rigida):

viox |1

2

Para w5 = — (la masa central no se mueve):

k
m
Vo X 0

—1

k 2k

Para w3 = — + i (masas externas en fase, central en contrafase):
m

Solucion general
W(t) = Ay vi(Cy + Cat) + Ay v cos(wat + pa) + As vz cos(wst + ©3)

El modo w; = 0 corresponde a traslacién uniforme del sistema completo (no hay paredes).



Dos péndulos acoplados

Dos péndulos de masa m y longitud ¢, acoplados por un resorte de constante k y longitud natural £,
conectado en el extremo inferior. La distancia entre los puntos de suspensién es d = /.

Ecuaciones de movimiento

me%0, = —mglsinf, — k(€sin 6, — €sin 0, + d — £y)l cos b, (15)
ml?*0, = —mglsin 0, + k({sin by, — Lsinb, + d — ly)l cos 6, (16)

Como d = {y, se cancelan:

ml*0, = —mglsin 6, — k(*(sin 0, — sin 6,) cos 6, (17)
ml*0, = —mglsin G, + k(?(sin 0, — sin 6,) cos 6, (18)

Para dngulos pequefios (sin = 6, cos ~ 1), dividiendo por mf?:

; g, _k _ (9. .k k

o= =5 00— (0, — ) (6 + m>9“ + 2, (19)
) 2 2

b, = —% O+ (0, —0,) = 6, — (i )9,, (20)

Frecuencias normales

g g 2k
W=yl =gt
Autovectores
LY (en fase, el resort deforma)
Vi = ——= en Ifase, el resorte no se derorma
1 a1



Solucion general

W(t) = Ay vycos(wit + ¢1) + Ay Vo cos(wat + @)

Ejemplo: batido
Con condiciones iniciales 6,(0) = 6y, 6,(0) = 0, éa(O) = 6’1)(0) =0:

7
Al:A2:§O, ¢1=¢2 =0
O Wa — Wy Wz + Wy
0,(t) = E[COS(wlt) + cos(wat)] = 6 cos ( 5 t> Cos ( 5 t) (21)
0y(t) = ?[cos(wlt) — cos(wat)] = Oy sin <w2 ; 1 t) sin <w2 ;—wl t) (22)

La energia se transfiere periédicamente entre los péndulos con frecuencia de batido wp,, = wy — wy.



