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Condiciones iniciales — m,M,m
Tres part́ıculas de masas m, M , m conectadas por resortes de constante k.

Ecuaciones de movimiento

mẍ1 = −k(x1 − x2)
M ẍ2 = −k(x2 − x1) − k(x2 − x3)
mẍ3 = −k(x3 − x2)

En forma matricial Ψ̈ + D Ψ = 0:

Ψ =

x1
x2
x3

, D =



k

m
− k

m
0

− k

M

2k
M

− k

M

0 − k

m

k

m



Autovalores y autovectores
Definimos α = k/m y γ = k/M para simplificar. El polinomio caracteŕıstico es:

det(D − λI) = det

α− λ −α 0
−γ 2γ − λ −γ
0 −α α− λ



Desarrollando por la primera fila:

= (α− λ)[(2γ − λ)(α− λ) − γα] + α[−γ(α− λ)]

= (α− λ)[(2γ − λ)(α− λ) − 2αγ] = (α− λ)λ[λ− (α+ 2γ)] = 0

ω2
1 = 0 , ω2

2 = α = k

m
, ω2

3 = α+ 2γ = k

m
+ 2k
M

Para los autovectores, resolvemos (D − ω2
i I) vi = 0:

• ω2
1 = 0: de las filas 1 y 3, v1 = v2 = v3.

• ω2
2 = α: fila 1 da v2 = 0; fila 2 da v1 = −v3.

• ω2
3 = α+ 2γ: fila 1 da v2 = −2γ

α
v1 = −2m

M
v1; fila 3 da v3 = v1.

v1 =

1
1
1

, v2 =

 1
0

−1

, v3 =


1

−2m
M
1


El modo ω2

1 = 0 corresponde a la traslación uniforme del centro de masa.
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Solución general
Ψ(t) = (A1 +B1 t) v1 + A2 v2 cos(ω2t+ φ2) + A3 v3 cos(ω3t+ φ3)

Componente a componente:
ψ1(t) = (A1 +B1t) + A2 cos(ω2t+ φ2) + A3 cos(ω3t+ φ3)

ψ2(t) = (A1 +B1t) − 2m
M

A3 cos(ω3t+ φ3)

ψ3(t) = (A1 +B1t) − A2 cos(ω2t+ φ2) + A3 cos(ω3t+ φ3)

Velocidades: 
ψ̇1(t) = B1 − A2 ω2 sin(ω2t+ φ2) − A3 ω3 sin(ω3t+ φ3)

ψ̇2(t) = B1 + 2m
M

A3 ω3 sin(ω3t+ φ3)

ψ̇3(t) = B1 + A2 ω2 sin(ω2t+ φ2) − A3 ω3 sin(ω3t+ φ3)

CI: ψ1(0) = ψ0, ψ3(0) = −ψ0, velocidades nulas

Condiciones iniciales: ψ1(0) = ψ0, ψ2(0) = 0, ψ3(0) = −ψ0, ψ̇i(0) = 0.
Evaluando las velocidades en t = 0:

B1 − A2 ω2 sinφ2 − A3 ω3 sinφ3 = 0

B1 + 2m
M

A3 ω3 sinφ3 = 0

B1 + A2 ω2 sinφ2 − A3 ω3 sinφ3 = 0

Restando (i) − (iii):
−2A2 ω2 sinφ2 = 0 =⇒ φ2 = 0

Sumando (i) + (iii):
2B1 − 2A3 ω3 sinφ3 = 0 =⇒ B1 = A3 ω3 sinφ3

De (ii):
B1 = −2m

M
A3 ω3 sinφ3

Igualando:
(

1 + 2m
M

)
A3 ω3 sinφ3 = 0, luego A3 sinφ3 = 0 y B1 = 0 .

Evaluando las posiciones en t = 0 (con φ2 = 0):
A1 + A2 + A3 cosφ3 = ψ0

A1 − 2m
M

A3 cosφ3 = 0

A1 − A2 + A3 cosφ3 = −ψ0

Restando (i) − (iii):
2A2 = 2ψ0 =⇒ A2 = ψ0

Sumando (i) + (iii):
2A1 + 2A3 cosφ3 = 0 =⇒ A1 = −A3 cosφ3

De (ii): A1 = 2m
M

A3 cosφ3. Igualando:
(

1 + 2m
M

)
A3 cosφ3 = 0, luego A3 cosφ3 = 0.



3

Junto con A3 sinφ3 = 0: A3 = 0 , y A1 = 0 .

Ψ(t) = ψ0 v2 cos(ω2t) =⇒


ψ1(t) = ψ0 cos(ω2t)
ψ2(t) = 0
ψ3(t) = −ψ0 cos(ω2t)

Se excita únicamente el modo 2.

CI: ψ1(0) = ψ0, ψ3(0) = −ψ0, ψ̇i(0) = ψ̇0

Condiciones iniciales: ψ1(0) = ψ0, ψ2(0) = 0, ψ3(0) = −ψ0, ψ̇i(0) = ψ̇0.
Evaluando las velocidades en t = 0:

B1 − A2 ω2 sinφ2 − A3 ω3 sinφ3 = ψ̇0

B1 + 2m
M

A3 ω3 sinφ3 = ψ̇0

B1 + A2 ω2 sinφ2 − A3 ω3 sinφ3 = ψ̇0

Restando (i) − (iii):
−2A2 ω2 sinφ2 = 0 =⇒ φ2 = 0

Sumando (i) + (iii):

2B1 − 2A3 ω3 sinφ3 = 2ψ̇0 =⇒ B1 = ψ̇0 + A3 ω3 sinφ3

De (ii):
B1 = ψ̇0 − 2m

M
A3 ω3 sinφ3

Igualando:
(

1 + 2m
M

)
A3 ω3 sinφ3 = 0, luego A3 sinφ3 = 0 y B1 = ψ̇0 .

Las condiciones de posición son idénticas al caso anterior: A2 = ψ0 , A3 = 0 , A1 = 0 .

Ψ(t) = ψ̇0 tv1 + ψ0 v2 cos(ω2t) =⇒


ψ1(t) = ψ̇0 t+ ψ0 cos(ω2t)
ψ2(t) = ψ̇0 t

ψ3(t) = ψ̇0 t− ψ0 cos(ω2t)

Se excitan los modos 1 y 2.

Dos péndulos acoplados
Dos péndulos de masa m y longitud ℓ, acoplados por un resorte de constante k y longitud natural ℓ0
conectado en el extremo inferior. La distancia entre los puntos de suspensión es d = ℓ0.

Ecuaciones de movimiento

mℓθ̈a = −mgℓ sin θa − k(ℓ sin θb − ℓ sin θa + d− ℓ0)
mℓθ̈b = −mgℓ sin θb + k(ℓ sin θb − ℓ sin θa + d− ℓ0)
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Como d = ℓ0, se cancelan:

mℓθ̈a = −mgℓ sin θa − kℓ(sin θb − sin θa)
mℓθ̈b = −mgℓ sin θb + kℓ(sin θb − sin θa)

Para ángulos pequeños (sin θ ≈ θ), dividiendo por mℓ:

θ̈a = −g

ℓ
θa − k

m
(θb − θa) = −

(
g

ℓ
+ k

m

)
θa + k

m
θb

θ̈b = −g

ℓ
θb + k

m
(θb − θa) = k

m
θa −

(
g

ℓ
+ k

m

)
θb

En forma matricial Ψ̈ + D Ψ = 0:

Ψ =
(
θa

θb

)
, D =

(
g
ℓ

+ k
m

− k
m

− k
m

g
ℓ

+ k
m

)

Problema de autovalores(
g

ℓ
+ k

m
− ω2

)2

− k2

m2 = 0 =⇒ g

ℓ
+ k

m
− ω2 = ± k

m

Frecuencias normales y autovectores:

ω2
1 = g

ℓ
, ω2

2 = g

ℓ
+ 2k
m

v1 = 1√
2

(
1
1

)
v2 = 1√

2

(
1

−1

)

Solución general
Ψ(t) = A1 v1 cos(ω1t+ ϕ1) + A2 v2 cos(ω2t+ ϕ2)

Componente a componente:

θa(t) = A1 cos(ω1t+ ϕ1) + A2 cos(ω2t+ ϕ2)
θb(t) = A1 cos(ω1t+ ϕ1) − A2 cos(ω2t+ ϕ2)

Ejemplo: batido

Condiciones iniciales: θa(0) = θ0, θb(0) = 0, θ̇a(0) = θ̇b(0) = 0.
Derivando y evaluando en t = 0:

θ̇a(0) = −A1 ω1 sinϕ1 − A2 ω2 sinϕ2 = 0
θ̇b(0) = −A1 ω1 sinϕ1 + A2 ω2 sinϕ2 = 0

Sumando ambas:
−2A1 ω1 sinϕ1 = 0 =⇒ ϕ1 = 0

Restando:
−2A2 ω2 sinϕ2 = 0 =⇒ ϕ2 = 0
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Con ϕ1 = ϕ2 = 0, las condiciones de posición quedan:

A1 + A2 = θ0 A1 − A2 = 0

De la segunda: A1 = A2 ≡ A. Sustituyendo en la primera:

2A = θ0 =⇒ A1 = A2 = θ0

2 , ϕ1 = ϕ2 = 0

Sustituyendo:
θa(t) = θ0

2 [cos(ω1t) + cos(ω2t)]

θb(t) = θ0

2 [cos(ω1t) − cos(ω2t)]

Usando cosα + cos β = 2 cos
(

α+β
2

)
cos
(

α−β
2

)
:

θa(t) = θ0

2 [cos(ω1t) + cos(ω2t)] = θ0

2 · 2 cos
(
ω1 + ω2

2 t
)

cos
(
ω1 − ω2

2 t
)

= θ0 cos
(
ω2 + ω1

2 t
)

cos
(
ω2 − ω1

2 t
)

Usando cosα− cos β = −2 sin
(

α+β
2

)
sin
(

α−β
2

)
:

θb(t) = θ0

2 [cos(ω1t) − cos(ω2t)] = θ0

2 · 2 sin
(
ω1 + ω2

2 t
)

sin
(
ω2 − ω1

2 t
)

= θ0 sin
(
ω2 + ω1

2 t
)

sin
(
ω2 − ω1

2 t
)

Sistema desacoplado y forzado

Planteo matricial

En forma matricial Ψ̈ + D Ψ = 0:

Ψ =
(
ψa

ψb

)
, D =


g

ℓ
+ k

m
− k

m

− k

m

g

ℓ
+ k

m


Con autovalores y autovectores:

ω2
1 = g

ℓ
, ω2

2 = g

ℓ
+ 2k
m

v1 =
(

1
1

)
, v2 =

(
1

−1

)

Desacople

Definimos Φ =
(
ϕ1
ϕ2

)
, con Ψ = V Φ, V =

(
1 1
1 −1

)
, Φ = V−1Ψ.
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Partimos de Ψ̈ = −D Ψ. Multiplicamos a izquierda por V−1:

V−1Ψ̈ + V−1D Ψ = 0

Insertamos VV−1 = I entre D y Ψ:

V−1Ψ̈ + (V−1D V) V−1 Ψ = 0

V−1D V es la diagonalización de D:

V−1D V =
(
ω2

1 0
0 ω2

2

)

Usando Φ = V−1Ψ:
Φ̈ +

(
ω2

1 0
0 ω2

2

)
Φ = 0 =⇒

{
ϕ̈1 + ω2

1 ϕ1 = 0,
ϕ̈2 + ω2

2 ϕ2 = 0

=⇒
{
ϕ1(t) = A1 cos(ω1t+ φ1)
ϕ2(t) = A2 cos(ω2t+ φ2)

Forzado y amortiguado

ψ̈a + Γψ̇a + g

ℓ
ψa + k

m
(ψa − ψb) = 0

ψ̈b + Γψ̇b + g

ℓ
ψb + k

m
(ψb − ψa) = F0

m
cos(Ωt)

En forma matricial Ψ̈ + ΓΨ̇ + D Ψ = F, con F =
(

0
F0
m

cos(Ωt)

)
.

Multiplicamos a izquierda por V−1:

V−1Ψ̈ + ΓV−1Ψ̇ + V−1D Ψ = V−1F

Insertamos VV−1 = I entre D y Ψ:

V−1Ψ̈ + ΓV−1Ψ̇ + (V−1D V) V−1 Ψ = V−1F

Usando Φ = V−1Ψ:
Φ̈ + ΓΦ̇ +

(
ω2

1 0
0 ω2

2

)
Φ = V−1F

Con V−1 = 1
2

(
1 1
1 −1

)
:

V−1F = 1
2

(
1 1
1 −1

)(
0

F0
m

cos(Ωt)

)
=


F0

2m cos(Ωt)

− F0

2m cos(Ωt)


Queda: 

ϕ̈1 + Γϕ̇1 + ω2
1 ϕ1 = F0

2m cos(Ωt) = F1

m
cos(Ωt)

ϕ̈2 + Γϕ̇2 + ω2
2 ϕ2 = − F0

2m cos(Ωt) = F2

m
cos(Ωt)
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Solución ϕ1(t) = C1e
−Γt/2 cos(ω̃1t+ φ1) + A1 sin(Ωt) + E1 cos(Ωt)

ϕ2(t) = A2e
−Γt/2 cos(ω̃2t+ φ2) + A2 sin(Ωt) + E2 cos(Ωt)

con ω̃i =
√
ω2

i − Γ2/4, y:

Ai = ΓΩ (Fi/m)
(ω2

i − Ω2)2 + Γ2Ω2 , Ei = (ω2
i − Ω2) (Fi/m)

(ω2
i − Ω2)2 + Γ2Ω2


