Condiciones iniciales — m,M,m

Tres particulas de masas m, M, m conectadas por resortes de constante k.

Ecuaciones de movimiento

m:'i:l = —k:(xl — ZL’Q)
M!i’g = —k([EQ — 171) — ]C(Ig — ZE3)
mi‘g = —k($3 — 513'2)

En forma matricial ¥ + D ¥ = 0:

k k
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Autovalores y autovectores

Definimos a = k/m y v = k/M para simplificar. El polinomio caracteristico es:

det(D—Xl)=det| —y 2v—X —v

Desarrollando por la primera fila:
= (@ =N)[(2y = M@= A) —ya] + a[—y(a = A)]

=(a=N[2y=MN(a=A) =20y =(a—=NAXA—(a+29)]=0

k s ooy B 2k

2 _ 2 _
wy =0}, wy = =

Para los autovectores, resolvemos (D — w?I)v; = 0:

e w?=0:delasfilas 1y 3, v; = vy = v3.

e wi=a: filaldawvy,=0;fila2da v, =—vs.
e wi=a+2y filaldav,=—2v =—2%y; fila 3 da vy = ;.
1
1 1 m
Vi = 1 s Vo = 0 N Vg3 = | ——
1 1 M

El modo w? = 0 corresponde a la traslacién uniforme del centro de masa.



Solucion general
W(t) = (A1 + Bit) vi + Ay vocos(wat + o) + Az v cos(wst + ¢3)

Componente a componente:

P1(t) = (Ay + Bit) + Ay cos(wat + o) + Az cos(wst + ¢3)
2m

@bg(t) = (Al + Blt) — ﬁ A3 COS((,Ugt -+ 903)

wg(t) = (Al + Blt) — Ag COS(WQt + 302) + A3 COS((,L)gt + (,03)

Velocidades: )
1(t) = By — Agwg sin(wat + ) — Az ws sin(wst + ¢3)
. 2m .
Uo(t) = By + i As ws sin(wst + ¢3)

@ﬁg(t) = By + Ay ws sin(wat + ¢o) — Az ws sin(wst + ¢3)

CI: ¢1(0) = 1y, ¥3(0) = —1y, velocidades nulas
Condiciones iniciales: 11(0) = g, 12(0) = 0, 13(0) = —1o, @Z),(O) =0.
Evaluando las velocidades en t = 0:

Bl — AQWQSiHQOQ — A3W3Siﬂ§03 =0

Byt 2™ Aywnsings = 0
1 Vi 3 W3 S Y3 =

B1 + AQ(A)QSinSOQ - A3W3Sin§03 =0
Restando (i) — (iii):

—2A2 W2 sin Y2 = 0 -

Sumando (i) + (iii):
2B, — 2143 w3 sin Y3 = 0 = B;= Ag w3 sin ©Y3
De (ii):
2m

Bl = —M Ag(,dg SngOz),

2m , .
Igualando: (1 + M>A3 ws sin w3 = 0, luego Aszsinpz =0y .
Evaluando las posiciones en t = 0 (con ¢y = 0):

Al +A2+A3COSQ03 :wo
2m
Al — MAgCOSQOg =0
Ay — Ag + Azcos 3 = =1y

Restando (i) — (iii):

T

2A1 +2A3cosp3 =0 = A; = —A3c0sp3

Sumando (i) + (iii):

2 2
De (ii): A; = Mm Ajz cos 3. Igualando: (1 + ]\7:;>A3 cos 3 = 0, luego Az cos p3 = 0.



Junto con Ajsin gz = 0: ’A3:0‘, y‘Al :O‘.

1 (t) = 1o cos(wat)
W (t) = by va cos(wat) = YPo(t) =0
3 (t) = —1hg cos(wat)

Se excita tnicamente el modo 2.

CI: ¥1(0) = 1y, 13(0) = —bp, 1:(0) = vy

Condiciones iniciales: 11 (0) = 1o, 12(0) = 0, ¥5(0) = =g, 1;(0) = p.
Evaluando las velocidades en ¢ = 0:

Bl —A2w2 SiIlQOQ —Agwgsingpg = ¢0
9 .

By + MmAng’,SinSO:& :1/‘10

By + Ay wy sin gy — Az wssin gz = 1)

Restando (i) — (iii):
—2_/42 ws Sin P9 = 0 =

Sumando (i) + (iii):
2B, — 2A3 w3 sin P3 = 2’@[)0 = By = ¢0 + Ag w3 sin ©3

De (ii):
. 2m

By =g — MA?)UJ:;SinSO?)

2 -
Igualando: (1 + A?)Ag, wssin pz = 0, luego Azsinpz =0y |B; =g |

Las condiciones de posicion son idénticas al caso anterior: ’AQ =1y ‘, ‘Ag =0} ‘Al =0 ‘

1 () = o t + g cos(wat)
‘I’(t) = 1/.}0 t Vi + 1/10 Vo COS(WQt) - wg(t) = wot
wg(t) = wot — 1/10 COS(wgt)

Se excitan los modos 1 y 2.

Dos péndulos acoplados

Dos péndulos de masa m y longitud ¢, acoplados por un resorte de constante k y longitud natural £
conectado en el extremo inferior. La distancia entre los puntos de suspension es d = /.
Ecuaciones de movimiento

mll, = —mglsinb, — k(£sin 0, — £sin 0, + d — {y)
mll, = —mglsin @, + k(sin 6y, — (sin b, +d — {o)



Como d = {y, se cancelan:
mll, = —mglsinb, — k(sin 6, — sind,,)
mlb, = —mglsin 6, + kl(sin @, — sind,)

Para dngulos pequenos (sin§ ~ 6), dividiendo por m¢:

14

k k k
eb+(9b—ea):9a—<g+ )eb
m m m

14

éa:_ge _k(eb_ea):_<g+k>9a+k9b
14 m m m

. __g

0, = /

En forma matricial ¥ + D ¥ = (:

Solucion general
W(t) = Ay vy cos(wit + ¢1) + Az va cos(wat + ¢)
Componente a componente:

0,(t) = Ay cos(wit + ¢1) + Az cos(wat + ¢o)
0p(t) = Ay cos(wit + ¢1) — As cos(wat + ¢2)

Ejemplo: batido

Condiciones iniciales: 6,(0) = 6y, 6,(0) = 0, 6,(0) = 6,(0) = 0.
Derivando y evaluando en t = 0:
éa(O) = —Al W1 sin ¢1 - A2 Wa sin QZ)Q =0
91,(0) = —Al w1 sin gbl + A2 Wa sin gbg =0
Sumando ambas:
—2A1 w1y sin Cbl =0 = le =0

Restando:
—2A2 wa Sin ¢2 =0 = ¢2 =0



Con ¢1 = ¢ = 0, las condiciones de posicion quedan:

Al—l—AQ:QO Al—AQZO

De la segunda: A; = A; = A. Sustituyendo en la primera:

2A=0) = |A1=Ay=— ¢1=¢2=0

Sustituyendo:
0,(t) = ?[cos(wlt) + cos(wat)]

Op(t) = ezo[cos(wlt) — cos(wat)]

Usando cos a + cos 3 = 2 cos(o‘%ﬁ) COS(#)Z

0a(t) = 620[608(&0125) + cos(wat)] = 020 .9 cos(wl + ws t) cos(wl — w2t>

2 2
=0y COS(WZ ! t) COS(WQ —“ t>
2 2

Usando cosa — cos f = —2 sin(a—;ﬁ) sin(o‘%ﬁ):

0 0 B
Oy(t) = Eo[cos(wlt) — cos(wot)] = 50 ) 2Sin(w1 + wy t) Sin<w2 Wy t)

2 2
=0y s.in(w2 ;— wlt) sin(w2 ; wlt)

Sistema desacoplado y forzado

Planteo matricial

En forma matricial ¥ + D ¥ = (:

g k k
v (Tm Tm
w="" D= m
(o kg
JE— = + -
m { m
Con autovalores y autovectores:
g g 2k

Desacople

Definimos ® = <£1>, con¥=Veé V= (
2



Partimos de ¥ = —D ¥. Multiplicamos a izquierda por V—':
V¥ +VID¥ =0
Insertamos VV~! =T entre D y W:

VI (VIDV)VIW =0
VDYV es la diagonalizacién de D:

2
VDV = (0 w%)

Usando ® = V1

“ ) . P
o + (wl O2><I> =0 — {¢1 +w12¢1 ’
0wy P2 +wy P2 =0

{le(t) = Al COS(Wlt =+ gOl)
¢o(t) = Ag cos(wat + p2)

Forzado y amortiguado

G+ Da + J0a + — (0 =) = 0

Wy + Ty + %wb + nk%wb — 1) = fnb cos(Qt)

En forma matricial ¥ + TW + D W =F, con F = (53 co(;(Qt))
Multiplicamos a izquierda por V—!:
VU +IVIe+ VDT =V IF
Insertamos VV~! =T entre D y W:
V34TV e+ (VIIDV)VI® =V 'F

Usando ® = V- 1:

.. . 2
d+Td + <°"1 02><1> =V IF
0 w;
1/1 1
-1 _ =
Con V —2<1 _1>
L cos(t
g 111 0\ [ g, s
T2\l —1)\focos(Qt)) T Fo
m —— cos(Qt)
2m

Queda:

b1+ Ty + w? ¢ = —> cos(Qt) = — cos()
2m m

bg + Ty + wi ¢y = —ﬁ cos(Qt) = EZ cos(§2t)



Solucion

P1(t) = Cre "2 cos(nt + 1) + Ay sin(Qt) + Ey cos(Qt)
QSQ (t) = Age_rt/Q COS((I}Qt + QOQ) + A2 sm(Qt) + E2 COS(Qt)

I'Q (F;/m) (w07 (Fi/m)
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